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Definice

Mé&jme funkci f definovanou v okoli bodu x,. Existuje-li lim,_,, w,
A

nazyvame ji derivaci funkce f v bodé x,. Zapisujeme: f'(x,).

Geometricky vyznam derivace funkce v bodé: Prvni derivace je smérnici
tecny t ke grafu funkce f v bodé x,. TeCna v bodé T[x,;y,] ma rovnici:

Y=o = (%) (x=x,)



Plati:

- Ma-li funkce f v bodé x, derivaci, je v tomto bodé spoijita.

- Jestlize funkce f a g maji v bodé x, derivaci, ma v tomto bodé derivaci i soucet,
rozdil, soucin a podil funkci a plati:

a) (f+g)=f+g b) (f-gJ=f-g
Q) (t-g)=Fg+t-g d) (g}%wwio

e) (c-fj=c-f'aceR

- Jestlize funkce v = g(x) ma v bodé x, derivaci a y = f(v) ma derivaci v bodé
v, = 9(x,), pak ma sloZzena funkce y = f(g(x)) derivaci v bodé x,a plati :

[f (g(x, ))]: f(a(x))-g(%,)-



Derivace elementarnich funkci

Funkce Derivace funkce Definicni obor funkce
y=c,ceR y=0 xeR

y=x",neN y=n-x"" xeR

y=x“kez y=k-x** x e R—{0}

y=x",reR y=r-x"" xeR"

y =g y=¢" xeR

y=a“,a>0,a=0 y=a"-Ina xeR

y=Inx y,zl xeR"*

y=log, x,a>0,a=0 y= 1 xeR*

X-Ina




y = sin X y = cos X xeR
Yy = COS X y =-sinx xeR
=tqg X 1
Y 9 =— XeR—u{£+k7r}
coS* X kez| 2
y = cotg x _ 1 xeR- Ufkr}

kez




Priklad 1

Vypoctéte derivace zadanych funkci v libovolném bodé jejich defini¢niho oboru.
a) y=2x-cosx
VyuZijeme vétu o derivaci soucinu.

y'=2-c0os X+ 2X-(~sinx)=2-(cos x—x-sin x)

sin x
) v= 3X
VyuZijeme vétu o derivaci podilu.
y= cosX-3x—sinx-3 3-(x-cosx—sinx) X-cosx—sinx
9x? 9x* 3x’

C) y=In(3-2x)



Vyuzijeme vétu o derivaci slozené funkce.

d) y-2

1

Funkci prepiSeme do tvaru y:%xz a vyuzijeme vétu o derivaci mocninné funkce.

.11 5 1
y=—-—:X*=

5 2 104/x
e) y:|093X2

VyuZijeme vétu o derivaci slozené funkce.

1 2
2 reX =
x“In3 xIn3

y'=



Uziti derivaci:

pfi vySetrovani priibéhu funkci

vypoctu nékterych limit funkci

uréovani extrémnich obvodl a obsahl rovinnych Utvart nebo objemu a
povrch( téles



Pri vySetrovani priibéhu funkci plati

vety:

a) Ma-li funkce f v kazdém bodé intervalu (a,b) kladnou derivaci, je v tomto
intervalu rostouci.

b) Ma-li funkce f v kazdém bodé intervalu (a,b) zapornou derivaci, je v tomto
intervalu klesajici.

c) Ma-li funkce f v bodé x, lokalni extrém a existuje-li v tomto bodé derivace
f/(x,), pak plati: f7(x,)=0.



d) Jestlize v kazdém bode x intervalu (a,b) plati, ze (x,)~0, pak je funkce f
v intervalu (a,b) konvexni.

e) Jestlize v kazdém bodée x intervalu (a,b) plati, Ze (x,)<0, pak je funkce f
v intervalu (a,b) konkavni.

f) Necht' funkce f ma v bodé x, derivaci. Méni-li se v tomto bodé znaménko druhé
derivace, nazyvame bod x, inflexni bod funkce f.



Priklad 2

Napiste rovnici teCny a normaly ke krivce y:%xz —3x+5 v bodé T[21].

Vypocteme 1. derivaci funkce: y’:%-Zx—3: X—3
1. derivace v dotykovém bodé je smérnici teCny: y(2)=2-3=-1=k,
2. pro smérnici normaly plati: k_ =—kl:> k =1
t

~1=-1(x- , ~1=1(x-2
y-1=-1x-2) Normala n : y (x-2)
y=-X+3 y=x-1

TeCna t:



Priklad 3
UrCete monotonnost a extrémy funkce f:y=x° +X74.

Vypocteme 1. derivaci funkce: y'=3x? +%-4x3 =3x> +x* =x*(3+x)

1. prvni derivace nabyva nezapornych hodnot pro xe(-3;), proto v tomto
intervalu roste

2. prvni derivace nabyva zapornych hodnot pro xe(-«;-3), je spojita v bodé —
3, proto pro  xe(-o«;-3) funkce klesd

3. body podezrelé z extrému jsou 0 a -3, ale znaménkova zména nastava
pouze u bodu -3 z minus na plus, proto ma funkce v bodé [-3,-6,75] lokalni

minimum



Priklady
1) Vypoctéte hodnotu derivace funkce f:y=x2-2x+1 prox = -2; -1; 0;
1; 2.

2) Vypoctéte hodnotu derivace funkce f v prlsecicich jejiho graf
S 0SOU X.

a) f:y=x"+x-6

x? -1
X+ 2

b) f:y=

2
C) f:yzx +)5(x+6




3) Vypoctéte hodnotu derivace funkce f v danych bodech.

a) fiyzx—_zl;X=1;0;—1
X

2 J—
b) fiy=XF2X3 o 14
X

sin X T
Cc) f: = X=—)—
) y X 4 2

3

d) f:y=sinx+cosx;x= >

w|N



4) Najdéte rovnici tecny a normaly funkce f v bodech, které maji
danou souradnici x.

a) fiy=x*x=2x=-1
b) f:y:X—_l;x:l;x:B
X+1

3r
P X==

. T
C) f:y=sin2x;x=~—
) y 3 4



5) Vypoctéte Uhel, ktery sviraji teCny funkce f v bodech, které maji
danou souradnici Xx.

a) fiy=x*+2x-3x, =-3;x,=1

x* -3
b) f:y= ) X, =0;%,=2

X
C) f:y:X2 1;x1:—2;x2:—4



6) Najdéte rovnice tecen funkce f, které s osou x sviraji Uhel .

a) fiy=——;g="=
X+1

4
b) f;y:“z-a—%”

7) Vypoctéte derivaci funkce:
a) y=(x*—3x+1f
b) y=(x" -1f -(x +2f
c) y=(2x* +1)-Vx* -1

B (x2 - x+1)2
d) y= V2x+1

8) U danych funkci urCete monotonnost a extrémy.
a) y=3x*-2x+5 b) y=-2x*-4x-1



C) y=x>-3x*-9x+1 d)y=%x3—%x2—2x+1

e) y=sin2x; xe(0;27) f) y=COS(3X—%];XE<O;ﬂ'>




Priklady na procviceni:

Vypoctéte derivaci funkce:
Pr. 1. y=(@1-x)°

PF. 2. y= (x3 —2f




7o y=vV1+X°
. 8. y=+a’-x*
. 9. y=x11+x?

. 10. y=(x—«/1—7)2




.11,

. 12.

. 13.

. 14,

. 15,

ax0

y=——
X++a’® +x?

y=(x+1x? +1

y =X+/x




r. 16.

. 17,

. 18.

. 19.

. 20.

. 21,

y:In(x+m)

yﬂn(x-sinxﬂ)

1-sinx
y=In -

1+sinx
y==In*x*



. 22,

. 23.

. 24,

. 25

. 26

. 27

y=(x? —2x+2)
y =(3x—2)*(x+1)
N

y =x"?.sinx

.y =3cos’ x—cos® x

. yzlsin3 x—lsin63x
3 6

. Y =C0SX/1+sin®x



. 28.

. 29.

.30. vy

. 31.

. 32.

y= 2 gin®3x— L sin®3x
18 24




. 33.

. 34.

. 35.

.36. vy

. 37.

><§|I|I

X

y=x3/x-

=J§+V;—1

4x
22 4 xJx
Jx




. 38.

.39. vy

. 41,

. 42.

.40, y=—"F+-"+

Jx-1

Vx x4l
Sx+1 Wx
\/1;—\/1_+3\/§
(= x+1)

X




. 43.

. 44.

. 45.

. 46.

. 47.




. 48.

. 49.

. 50.

. 51,

. 52.

f. 53.

yzg\/a2 —x?

y= 1+\/;
y= X+1+X°
yzx/xz—-|-1+1
IX?+1-1
y=1X+~2

Urcete rovnice tecen ke kfivce y=x®+x?—-2x v prlsecicich kfivky s osou x.



Pr. 54. Ve kterém bodé ma parabola y=2x*+3x-1 tecnu
a) se smérovym uUhlem ¢=45°;
b) rovnobéznou s prfimkou 5x -y + 3 = 0;

c) kolmou na pfimku x -3y + 2 = 0.

Pr. 55. UrCete defini¢ni obor danych funkci a 1. derivaci :
a) f:y=+x(2x*+3x+5)

24/x
1-x
C) hoy= cos_x—l

sin X

d) k:y=¥x*-1

e) I:y=sin(x*-1)

b) g:y=




Pr. 56. Najdéte rovnici tecny elipsy x?+4y? =16 v bodé T[2;—J§J.
Pf. 57. UrCete rovnice teCen ke kfivce y=x®+x2—6x v prlsecicich kfivky s osou x.

Pr. 58. Je dana parabola y=x*-4x+3.

a) UrCete dotykovy bod a rovnici te¢ny paraboly, ktera ma smérovy Uhel ¢=45°

b) Pomoci derivace urcete vrchol paraboly.



Pr. 59. Je dana parabola y=05x?+3x+1.
a) UrCete rovnici teCny paraboly v bodé T[-2;7].
b) Ve kterém bodé ma parabola teCnu se smérovym Uhlem ¢ =60°?

c) Ve kterém bodé ma parabola te¢nu rovnobéznou s pfimkou 5x —y -2 =07?

X2 —2x
2

Pr. 60. UrCete rovnici te¢ny grafu funkce f:y= v bodé T[1;?].




Pf. 61. UrCete derivaci funkce v libovolném bodé intervall, z nichz se sklada
defini¢ni obor:

a) fiy=¥x(2x*+1)

1+x
b) g:y="+1
) 91y N
1+cosx
C) h:y=
) hiy 1—cos X
1
d) k:y=
V1+x?
e) |:y=+/sinx
f) m:y=sinVx

Pf. 62. Napiste rovnici teCny hyperboly x> -9y? =9 v bodé T[9;—2\/§J.



f. 63. UrCete rovnici teCny krivky x*+y?—-6x-2y-15=0 v bodé T[-1-2].

Sin X + Cos X

F. 64. Urcete rovnici te¢ny grafu funkce f:y=SMX=C0SX y hods TE;?}.



Vysledky:

1, -30-x). 2, 15¢(¢ -2) . 3, 12x(x* ~3Jx* —6x* + 7 ,

2X 2 X —X 2x°% +1

4. 2(x—2)(2x2—8x+7); 5. (a2 -x?) . 6. (5—x)3; 7. V1+x* . 8, VJa’-x’. g, Vl+x* .
2(2x* -1) 2(x+1) __a -1

10, V1-x° 11, (1—x)3; 12, (x2+a) £ 13, (x+\/a2+x2)\/a2+x2 :

4

1
2X +XxX+1 2\/_+1 elnx 1

1 X
14. x*+1 15, 4x x++/x :16. x- x-In%x x:17. v1+ : 18. §+C0tgx_1—x2-

l4

-1 3In?
19, cosx: 20, x 21, 120 +1). 2p, 6(x-1x* -2x+2f . 23, (3x-2)ex+4).

X

xﬁ(ﬁsin X + CO0S x]
24

25. 3sin x cos x(cos x — 2) 26. sin” xcos x —3sin® 3x- CoS3X »



—sinx(53in3x—33inx+2) _2 X2 + 6X+5

27. 21+sin’ x : 28, sin®3x-cos®3x: 29, (x-1)° : 30. (x +3) :
2x° +3x% +1 —2X 3 6 1 1
31, %) .32 (¥ +9 33. 2% X 2xdx - . 34, 22X 2J_

4

-1 -1 2 1 43/x 2 3 -1

v - + — Tt
35, 200x1f | 36, 2% w373 Vi 4tk 3g, Vx(i-t

1 1 1 1-x?

309, 2\/;(\/;+1)2 2x\/§; 40. 2x\/§. 41. 4(3x2 —1Xx3—x+1)3; 42. (x2 +1)2 :

4

— 20x(x? —Fl e
43. 3x(x® - 1) (x? +1) (9x® +5x - 4) 44. (x2+1f -1 : 45, 2Vx’ -1. 46, 2Jx+1

X 3 —bx 1 X+ 1+ X
a7. W=XT ; 4g, ala -, g9, 4x L+ Vx; 50, 201+ X




—2X

51. \/x +1. (\/x +1- 1)2 52. 2\/x+

t,:2 =0;t, :6x— 12=0;t,:3x—-y—-3=0.
53_1X+y 2 -OX—=Y+ 3-9X—Y ;

o L2l o] 2.4
54, ? ? 2"

a)Df =R, y= 10x° J:/gx+5
55. 20X

b)Df =Ry —{l},y=

-1 g2 )
¢)Df =R- Uk}, y'= oo dDf =R TXX_T e)Df = (- ﬁ,ﬁ>,y:2x.cos(xz_1)

56. t:x—2\/§y—8=0; 57. t,:6Xx+y=0;t, :15x—y+45=0;t3:1Ox—y—20=0; 58.

5 3
T|=—= |t:4x—-4y-13=0;b)V[2-1
i {2 4} Y M ]; 59. a)x -y -1 =0, DT3-3-2}o1f2d];



3x(14x? +1) (x-1x  _=2sinx_
60.2x -9y + 1 = 0; 61. a) 3x ,b) 2x* ,¢) @-cosx) d)V

COS X COS \/;

e) 2sinx f) 2Jx : 2, X+2J2y-1=0. g3 4x+3y+10=0. gq,

T
X—y—-—=0
y 4



Procvicovani:

Maturitni minimum — sbirka dloh pro SS, Prometheus, str. 127-131, pr. 3.1-8.8



